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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíòíîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ; âîëüòåððîâà öåïî÷êà îïå-
ðàòîðà; òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîé íîðìå.

Àííîòàöèÿ: Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíòíîãî è ñóïåððàâíîñòåïåííî êâàçèíèëü-
ïîòåíòíîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ. Ôîðìóëèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèçíàêè äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèîíàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ; îáñóæäàþòñÿ ïðèìåíåíèÿ ââåäåííûõ ïîíÿòèé è ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ.

Ïóñòü B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, {G(γ)}γ∈Γ � ñåìåéñòâî çà-
âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà γ ∈ Γ äåéñòâóþùèõ â B êâàçèíèëüïîòåíòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé È.Ì. Ãåëüôàíäà êâàçèíèëüïîòåíòíîñòü îïåðàòîðà
G(γ)[.] : B → B îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ: k

√∥∥∥{G(γ)}k
∥∥∥ → 0 ïðè k →∞.

Ñëåäóÿ [1, 2], cåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {G(γ)}γ∈Γ íàçîâåì ðàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíò-
íûì, åñëè sup

γ∈Γ

k
√
‖G(γ)k‖ → 0 ïðè k → ∞, è � ñóïåððàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíòíûì, åñëè

sup
γ1,...,γk∈Γ

k
√
‖G(γ1)G(γ2) · . . . ·G(γk)‖ → 0 ïðè k →∞. Ïîëåçíîñòü äëÿ ïðèëîæåíèé ââåäåííûõ ïî-

íÿòèé ñâÿçàíà, â ÷àñòíîñòè, ñî ñëåäóþùåé ñôîðìóëèðîâàííîé â [1] è äîêàçàííîé â [2] òåîðåìîé,
êîòîðàÿ ðàçâèâàåò èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ îá ýêâèâàëåíòíîé íîðìå èç �2 ãëàâû 2 êíèãè [3].

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü íîðìà ‖·‖ ïðîñòðàíñòâà B ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî ïîëóóïîðÿäî÷åí-
íîñòè B ïî íåêîòîðîìó êîíóñó K, à ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {G(γ)}γ∈Γ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è
ñóïåððàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíòíî, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà êîíóñ
K èíâàðèàíòåí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìå ‖ · ‖ íîðìà ‖ · ‖(ε)

ïðîñòðàíñòâà B, ìîíîòîííàÿ îòíîñèòåëüíî ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòè B ïî êîíóñó K è òàêàÿ, ÷òî
äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìà îïåðàòîðà G(γ) íå ïðåâîñõîäèò ε.

Ñôîðìóëèðóåì óäîáíûé â ïðèëîæåíèÿõ öåïî÷å÷íûé ïðèçíàê ñóïåððàâíîñòåïåííîé êâàçè-
íèëüïîòåíòíîñòè ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü Π ⊂ Rn îãðàíè÷åíî è èçìåðèìî
ïî Ëåáåãó, Σ � σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Π, E ≡ E(Π) � áàíàõîâî èäåàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî âåùåñòâåííûõ èçìåðèìûõ íà Π ôóíêöèé, PH � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ìíîæåñòâà H ∈ Σ. Ñëåäóÿ [4], íàçîâåì îïåðàòîð G : E → E âîëüòåððîâûì íà ñèñòåìå
T ⊂ Σ, åñëè PHGPH = PHG ∀H ∈ T ; âåñü êëàññ òàêèõ îïåðàòîðîâ îáîçíà÷èì V (T ) . Ïóñòü δ
� ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, T = {H0, H1, . . . . . . , Hm} ⊂ Σ � öåïî÷êà ìíîæåñòâ, ∅ = H0 ⊂ H1 ⊂
⊂ . . . ⊂ Hm−1 ⊂ Hm = Π. Ñëåäóÿ [1, 2], íàçîâåì öåïî÷êó T âîëüòåððîâîé ñèëüíîé δ-öåïî÷êîé
îïåðàòîðà G : E → E, åñëè G ∈ V (T ) è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∥∥∥PHi\Hi−1
GPHj\Hj−1

∥∥∥
E→E

6
6 δ, m > i > j > 1.

Ò å î ð å ì à 2. Åñëè ñåìåéñòâî {G(γ)}γ∈Γ äåéñòâóþùèõ â E ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïå-
ðàòîðîâ òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò îáùàÿ äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà
âîëüòåððîâà ñèëüíàÿ δ-öåïî÷êà, òî ýòî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ ñóïåððàâíîñòåïåííî êâàçèíèëü-
ïîòåíòíî.

1Ôèíàíñîâàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00495) è àíàëèòè÷åñêîé öåëåâîé âåäîìñòâåííîé ïðîãðàììû
¾Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009�2010)¿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ðåãèñòðàöèîííûé � 2.1.1/3927).
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Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ïðèìåíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì â òåîðèè óïðàâëÿåìûõ êðà-
åâûõ çàäà÷. Òàê, â [1, 2, 5-8] ýòè òåîðåìû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ïðè âîçìóùåíèè óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òî, ÷òî â êîíêðåòíûõ îïåðàòîðíûõ êëàññàõ ïðèçíàêó òåîðåìû 2 ìîæíî
ïðèäàòü óäîáíûé äëÿ ïðèëîæåíèé âèä. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âàæíûé ñëó÷àé ëåáåãîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïóñòü çàäàíû: ÷èñëà p, q ∈ [1,∞], p 6 q; ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð G : Lp → Lq;
ìíîæåñòâî Γ ⊂ Lr, ãäå

r =
{

pq

q − p
, åñëè p < q < ∞; p, åñëè p < q = ∞; ∞, åñëè p = q

}
.

Â ïðèëîæåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 5-8]) ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èçó÷àòü ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ F :
Lp → Lp, çàäàâàåìûå ôîðìóëîé

F [z](t) ≡ α(t)G[z](t), t ∈ Π, z ∈ Lp (α ∈ Γ). (1)

Â [1, 2] äëÿ ñåìåéñòâ âèäà (1) ïîëó÷åí ðÿä êîíêðåòíûõ ñëåäñòâèé òåîðåìû 2, óäîáíûõ äëÿ
ïðèëîæåíèé. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå èç íèõ, äîãîâîðèìñÿ, ñëåäóÿ [1, 2], öåïî÷êó ìíî-
æåñòâ íàçûâàòü δ−ìàëîé ïî ìåðå, åñëè ìåðà ðàçíîñòåé ¾ñîñåäíèõ¿ åå ýëåìåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò
δ.

Ë å ì ì à 1. Åñëè p < q è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) Γ � ñåìåéñòâî ôóíêöèé ñ ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè Lr-íîðìàìè;
2) äëÿ ëþáîãî δ > 0 îïåðàòîð G èìååò δ-ìàëóþ ïî ìåðå âîëüòåððîâó öåïî÷êó,
òî çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (1) ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ F : Lp → Lp óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðå-
ìû 2 è ñóïåððàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíòíî.

Ë å ì ì à 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) Γ � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Lr;
2) äëÿ ëþáîãî δ > 0 îïåðàòîð G èìååò âîëüòåððîâó ñèëüíóþ δ-öåïî÷êó,
òî çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (1) ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ F : Lp → Lp óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðå-
ìû 2 è ñóïåððàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíòíî.

Ë å ì ì à 3. Åñëè q < ∞, îïåðàòîð G âïîëíå íåïðåðûâåí è âûïîëíåíû óñëîâèÿ 2) ëåììû 1 è 1)
ëåììû 2, òî çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (1) ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ F : Lp → Lp óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ òåîðåìû 2 è ñóïåððàâíîñòåïåííî êâàçèíèëüïîòåíòíî. Óñëîâèå âïîëíå íåïðåðûâíîñòè çäåñü
ìîæåò áûòü îñëàáëåíî äî ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: îïåðàòîð G : Lp → Lq ïåðåâîäèò åäèíè÷íûé øàð
â ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè íîðìàìè.
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Abstract: de�nition of uniform quasinilpotent family of the operators and de�nition of superuniform quasinil-
potent family of the operators are introduced; corresponding conditions for functional operators are formulated;
applications of these de�nitions and conditions are discussed.
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the equivalent norm.

Ñóìèí Âëàäèìèð Èîñèôîâè÷
ä. ô.-ì. í., ïðîôåññîð
Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ðîññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä
e-mail: v_sumin@mail.ru

Vladimir Sumin
doctor of phys.-math. sciences, professor
Nizhniy Novgorod State University
Russia, Nizhniy Novgorod
e-mail: v_sumin@mail.ru

806


